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MATEMATIKY

TEORIE A DEFINIGE

MNOZINY, LOGIKA

MNOZINA
MnoZinu chdpeme jako souhrn objekti urcitych vliastnosti. Témito objekty rikame prvky
(elementy, body).

Zdpisem x € A oznacujeme prvek, ktery patfi do mnoZiny A. (cteme — x je prvkem mnoZiny A).

Prdazdna mnoZina = mnozina, kterd neobsahuje Zadny prvek.

VYROK

Vyrok je tvrzeni, o kterém mad smysl fici, zda je pravdivé nebo nepravdivé. Pravdivy vyrok mad

hodnotu 1, nepravdivy md hodnotu O.

NEGACE, KONJUNKCE, DISJUNKCE, EKVIVALENCE, IMPLIKACE (POUZE
4MM106)

e Negaci oznacujeme symbolem —«a

e Konjunkce vyroku a, f oznacujeme a\f3

e Disjunkci vyroki a, B oznacujeme aV [

e Implikaci vyroki a,  oznacujeme a = [ (Cteme: Jestlize plati a, pak plati ()

e Ekvivalenci vyroki a, f oznacujeme a & [(Eteme: a plati pravé tehdy, kdyZ plati )

Tabulky, které ukazuji, kdy jsou uvedené vyroky pravdivé ¢i nepravdivé v zdvislosti na

pravdivosti vyroku:

a -
1
1 0
____ﬁ
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a B al\p aVp a=p aep
0 0 0 0 1 1
0 1 1 0 1 0
1 0 1 0 0 0
1 1 1 1 1 1

TAUTOLOGIE (POUZE 4MM106)

Viyroky, které jsou vZdy pravdivé (bez ohledu na pravdivost vstupujicich vyroki) se nazyva

tautologie.

PODMNOZINA

Jestlize kazdy prvek mnoZiny A je zdrovern prvkem mnoZiny B, rikdme, Ze mnoZina A je

podmnoZinou mnoziny B. Zapisujeme symbolem A C B (C je tzv. inkluze)

SJEDNOCENI, PRUNIK, ROZDIiL, DISJUNKTIVNIi MNOZINA

e Sjednoceni mnoZin A,B je mnoZzina AUB = {x; x € AV x € B}
e Prinik mnoZin A,B je mnozina ANB = {x; x € AANx € B}
e Sjednoceni mnoZin A,B je mnoZina AUB = {x; x € AV x € B}
® Rozdil mnoZin A,B je mnoZinaA— B = {x; x € AV x & B}

e MnoZiny A,B jsou disjunktivni, jestlize nemaji Zadny spolecné prvek.

ZOBRAZENIi MNOZINY A DO MNOZINY B

PodmnoZinou f kartézského soucinu A x B se nazyvd zobrazeni mnoZiny A do mnoZiny B,
jestliZze ke kaZzdému x z mnoZiny A existuje prdvé jedno y z mnoZiny B takové, Ze [x,y] € f.

Zobrazeni f mnoZiny A do mnoZiny B znac¢ime symbolem f: A — B

DEFINICNi OBOR A OBOR HODNOT

e MnoZina A je definicni obor zobrazeni f, znaci se D(f)

e MnoZina {f (x); x € A}je obor zobrazeni f, znaci se H(f)

REALNA FUNKCE

Zobrazeni f libovolné mnoZiny A do mnoZiny redlnych ¢isel (tj. f: A — R) se nazyvd redlna

funkce.
____ﬁ
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REALNA FUNKCE JEDNE REALNE PROMENNE

Zobrazeni f podmnoZiny redlnych &isel do mnoZiny redinych Cisel (tj. f: A — R, kde A C R)

se nazyvd redlind funkce jedné redalné proménné.
Zatimco f budeme znacit funkci, tak f(x) budeme znacit funkéni hodnotu funkce f v bodé x.

REALNA POSLOUPNOST

Zobrazeni mnoziny prirozenych cisel do mnozZiny redlnych Cisel (tj. a: N — R) se nazyvd

redlna posloupnost.

REALNE FUNKCE JEDNE REALNE PROMENNE

REALNA FUNKCE JEDNE REALNE PROMENNE

Zobrazeni f: A - R,kde A C R, tj. zobrazeni podmnozZiny redinych ¢isel do mnoZiny redlnych

Cisel se nazyva redlnd funkce jedné redlné proménné.

ROSTOUCI, KLESAJiCi, NEROSTOUCI, NEKLESAJICi, PROSTA, OMEZENA
SHORA A OMEZENA FUNKCE

Funkce f je na mnozZiné M C D (f):

(1) rostouci, jestliZze pro libovolné dva body x4, x, € M takové, Ze x; < x, plati f(x;) <

f(x2)

(2) klesajici, jestliZe pro libovolné dva body x1,x, € M takové, Ze x; < x, plati f (x;) >

f(x2)

(3) nerostouci, jestliZe pro libovolné dva body x,,x, € M takové, Ze x; < x, plati

f(x1) = f(xz)

(4) neklesaijici, jestlize pro libovolné dva body x,,x, € M takové, Ze x; < x, plati
fx1) = f(xz)

(5) prosta, jestliZe pro libovolné dva body x1,x, € M takové, Ze x; + x, plati f (x;) #

f(x2)

(6) omezend shora (resp. zdola), existuje-li redind konstanta K tak, Ze pro vSechna x € M

jef(x) <K (resp. f(x) = K)

(7) omezend, existuje-li redlnd konstanta K tak, Ze pro kazdé x € M je |f(x)| < K

£ —
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Pozn. Rostouci, klesajici, nerostouci a neklesajici funkce jsou tzv. monotonni.

SUDA, LICHA, PERIODICKA FUNKCE

Funkce f je na mnoziné M < D(f):

(1) sudad, jestliZze pro kazdé x € M je —x € M a plati f(—x) = f(x)
(2) lichd, jestlize pro kazdé x € M je —x € M a plati f(—x) = —f(x)
(3) periodickad, jestli existuje kladné Cislo p takové, Ze pro kazdé x € Mjex +p € M a

plati f(x + p) = f(x). Cislo p se nazyvd perioda funkce f.

Pozn. Sudé funkce jsou soumérné podle osy y, liché funkce jsou soumérné podle pocdtku.

SOUCET, ROZDIiL, SOUCIN A PODIL FUNKCIi, SLOZENA FUNKCE

Necht f a g jsou redlné funkce jedné redlné proménné.
(1) Funkce f + g definovand predpisem (f + g )(x) = f(x) + g(x) se nazyva soucet funkci fa g
(2) Funkce f — g definovand predpisem (f — g) (x) = f(x) — g(x) se nazyvad rozdil funkci f a g

(3) Funkce f. g definovana predpisem (f. g) (x)= f(x) . g(x) se nazyva soucin funkci f a g.

(4) Funkce 5 definovand predpisem 5 (x) = % se nazyvd podil funkci fa g

(5) Funkci f [g] definovand predpisem f [g] (x) = f(g(x)) fikdme sloZend funkce z vnéjsi

funkce f a vnitini funkce g (superpozice funkci fa g)

INVERZNi FUNKCE

Pokud je funkce f prostd v D(f), pak k ni existuje inverzni funkce f~1 definovand vztahem

y=f(x) ® x=f"1y)

Plati:

(1) D(E™Y) = H(f), H(E™H) = D(f)
(2) Grafy funkci fa =1 jsou symetrické podle pfimky y = x

£ —
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DEFINICE FUNKCE ARCSINX

, . . . T T s . v/ .
Inverzni funkce k funkci sinus na intervalu < — Yy > se nazyvdad arkussinus, znaci se arcsin.

e Definicni obor funkce: D(f) =< —1,1 >

T T

e Obor hodnot funkce: H(f) =< —55 >

e Graf funkce

Tz

]
el

-i-&..---.

n\‘-'-\

DEFINICE FUNKCE ARCCOSX

Inverzni funkce k funkci cosinus na intervalu < 0, T > se nazyvd arkuskosinus, znaci se

r

arccos.

e Defini¢ni obor funkce:
D(f)=<-11>

e Obor hodnot funkce:
H(f) =<0,t >

e Graf funkce

/

-"—----—~/—‘—
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DEFINICE FUNKCE ARCTG X
Inverzni funkce k funkci tangens na intervalu (— g, g) se nazyvd arkustangens, znaci se
arctg.
e Definicni obor funkce: D(f) = R
e Obor hodnot funkce: H(f) = (— g g)

e Graf funkce

— c— — = — r— — — '—

DEFINICE FUNKCE ARCCOTG X

Inverzni funkce k funkci kotangens na intervalu (0, ) se nazyvd arkuskotangens, znaci se

L

— N— C— — — C—— —

arccotg.

e Defini¢ni obor funkce:

D(f)=R
e Obor hodnot funkce:
H(f) = (0,m)

e Graf funkce

Pozndmka: Funkce arcsinx, arccosx, arctgx a arccotgx se nazyvaji cyklometrické funkce.

£ —
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ZAKLADNIi FUNKCE

Funkce c, x, \/x, e*, Inx, goniometrické a cyklometrické funkce jsou tzn. zékladni funkce

ELEMENTARNI FUNKCE

Funkce, které vzniknou ze zdkladnich funkci s¢itanim, odcitanim, ndsobenim, délenim a

skldddnim se nazyvaji elementdrni funkce.

MATICOVA ALGEBRA

VEKTOR

Vektory chapeme jako usporddané n-tice redlnych Cisel, které budeme zapisovat ve tvaru

(ag, .., ay)

ROVNOST VEKTORU

Vektory a = (aq, ..., a,), b = (b4, ..., by) z Vs jsou si rovny, jestliZe jsou si rovny odpovidajici

souradnice téchto vektord, tj.
(ay, . ay) = (by,....,by) © a;=b; (i=1,..n)

SOUCET VEKTORU

Soucet vektorii a = (a4, ..., a,), b = (by, ..., by) definujeme vztahem
a+b= (a,+by,..,a,+by)

REALNY NASOBEK VEKTORU

Redlny ndsobek vektoru a = (a4, ..., a,) definujeme vztahem
ca = (cay, ..., Cay)

LINEARNi KOMBINACE VEKTORU

Rikdme, Ze vektor x je linedrni kombinaci vektoru x4, ..., x, , jestliZe existuji redind &isla

cq, .-, Gy takovd, Ze plati

X = C1x1 + ...+ CT‘ xr.

£ —
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Cisla cq, ..., ¢, se nazyvaji koeficienty linedrni kombinace. Linedrni kombinace vektord, ve

kterou vsechny koeficienty rovny nule, se nazyva trividlni.

SKALARNI SOUCIN
Skaldrni soucin vektorii x = (x4, ..., X,), ¥ = (Y1, ---, Yn) je redlné &islo, které je definovdno
vztahem

Xy =X1.Y1 + -+ X0 V-

Vektory a,b jsou tzv. ortogondlni (kolmé), protoZe jejich skaldrni soucin je roven O.

LINEARNI{ ZAVISLOST A NEZAVISLOST VEKTORU

Vektory x4, ..., X, se nazyvaji linedrné zavislé, jestliZe existuje jejich netrividlni linedrni
kombinace, kterd je rovna nulovému vektoru, tj. jestliZe existuji redInd Cisla c, ..., ¢, z nichZ
alespon jedno je ruzné od nuly, takovd, Ze c;xy + ....+ ¢, x,, = 0. V opacném pripadé jsou

nezavislé.

NUTNA A POSTACUJICi PODMINKA LINEARN{ ZAVISLOSTI VEKTORU

Vektory x4, .... x,jsou linedrné zavislé tehdy a jen tehdy, kdyZ alespori jeden z nich je linedrni

kombinaci ostatnich.

MATICE

all alz LN aln

.. . . g wr az1  Qz2... Q2 .y ,
Usporddané schéma redlnych cisel se nazyvd matice typu m x n.

ROVNOST MATIC

Matice A, B typu m x n jsou si rovny (znacime A = B), jestliZe pro vSechny i=1,...,.m a j=1,...n je

aij = by;

NULOVA MATICE

Matice O typu m x n, pro jejiz prvky plati a;; = 0 (i=1,..,m),j=1,..,n)senazyvd

nulovd matice.

____ﬁ
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CTVERCOVA MATICE

Matice typu n x n se nazyvd ¢tvercovd matice radu n.

JEDNOTKOVA MATICE

Ctvercovd matice J Fddu n, pro jejiz prvky plati j;,, = 1proi =k, ju =0proi +

k(i=1,..,n);k=1,..,n) se nazyvd jednotkovd matice Fadu n.

HODNOST MATICE

Maximdlni pocet linedrné nezavislych Faddku matice A se nazyva hodnost matice.

Pozn. Hodnost matice A budeme znacit h(A). Hodnost nulové matice h(0) = 0. JestliZe A se

nerovnd O, pak h(A) € N, pricemZ plati: Je-li A matice typu m x n, pak
h(4) < min{m,n}

TROJUHELNIKOVA MATICE
Matice A typu m x n se nazyvd trojuhelnikovd, kdyZ m < naproi =1,..,mjea;; #0 a

a;; =0proj <i.

Pozn. Trojuhelnikovd matice ma na hlavni diagondle nenulové prvky a pod hlavni diagondlou

samé nuly.

VETA O HODNOSTI TROJUHELNIKOVE MATICE
Je-li A2 trojuhelnikovd matice typu m x n, pak jeji hodnost je rovna poctu Fadki matice

AL tj.h(4A®) =m

VETA O ELEMENTARNICH RADKOVYCH UPRAVACH MATICE
Hodnost matice se nezméni, pokud v ni udéldme ndsledujici tzv. elementdrni Fadkové

upravy:

(1) Zaménime poradi radkd matice
(2) Vynasobime libovolny fadek matice nenulovym redlnym cislem
(3) Pricteme k libovolnému radku matice linedrni kombinaci ostatnich

(4) Vynechame radek matice, ktery je linedrni kombinaci ostatnich.

____ﬁ
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TRANSPONOVANA MATICE A JEJi HODNOST

Matice A’, kterd vznikne z A tak, Ze zaménime radky za sloupce, pricemz zachovdme jejich

poradi, se nazyvd matice transponovand k matici A.

Véta: Jestlize v matici A zaménime poradi sloupct, pak takto vznikla matice ma s matici A

stejnou hodnost.

VETA O HODNOSTI TRANSPONOVANE MATICE

Jsou—1i A a A ‘navzdjem transponované matice, pak hodnost matice A je rovna hodnosti

matice A, tj. h (a)=h (A’).

SOUSTAVA LINEARNICH ROVNIC
Méjme soustavu m linedrnich rovnic o n nezndmych x4, ..., X,
a11x1 + a12x2 + + alnxn = b1

a;1Xq + arrX> + -+ AoynXn = bz

Am1X1 + QaXy + -+ QnXn = by

Koeficienty u neznamych a;; (i=1,..,m;j=1,..,n) apravé strany rovnic by, ....

dand redlnd cisla.

MATICE SOUSTAVY

Matici, jejiZ prvky tvori koeficienty u nezndmych, tj. matici

all, alz, T ,aln
a21, a22' CEE} ,aZn
A=
Am1 Am2, » Amn
Se nazyva matice soustavy (S)

© 2019 | DOUCOVANI MATEMATIKY S BETKOU
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ROZSIRENA MATICE SOUSTAVY

Pridame-li k matici soustavy navic sloupec pravych stran rovnice soustavy, dostaneme matici

a11, alz, ,aln bl

a21, azz, ) aZn b2
A= ,

Ama, Am2, » Amn bm

Které rikame rozsifend matice soustavy(S).

FROBENIOVA PODMINKA

Soustava linedrnich rovnic (S) mad reseni tehdy a jen tedy, kdyZ hodnost matice soustavy je

rovna hodnosti rozsifené matice soustavy.

VETA O POCTU RESENIi SOUSTAVY

Predpokladejme, Ze soustava linedrnich rovnic (S) md rfeSeni, h je hodnost matice soustavy a

n je pocet neznamych. Potom plati:

(a) Jestlize h=n, pak mad soustava (S) pravé jedno Feseni
(b) Jestlize h<n, pak mad soustava (S) nekonecné mnoho reseni, pficemz za n-h
nezndmych Ize volit libovolnd redlna Cisla a ostatni neznamé jsou urceny

jednoznacné.

PARTIKULARNI RESENi SOUSTAVY

Dosadime-li za volitelné neznadmé konkrétni redinad Cisla, dostaneme jedno reseni soustavy,

které se nazyvd partikuldrni Feseni soustavy.

ZAKLADNIi RESENi SOUSTAVY

Partikuldrni feseni soustavy, ve kterém jsou volitelné nezndmé rovny nule, se nazyvd zdkladni

Feseni soustavy.

VETA O EKVIVALENTNICH SOUSTAVACH LINEARNICH ROVNIC

JestliZe v rozsifené matici soustavy (S) udélame jakékoli elementdrni Fddkové upravy,

dostaneme matici, které odpovidad ekvivalentni soustava linedrnich rovnic.

£ —
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GAUSSOVA A JORDANOVA METODA

Gaussova eliminacni metoda — pfevedeme soustavu rovnici na trojuhelnikovy tvar
Jordanova eliminacni metoda:

Rozsifenou matici soustavy prevedeme na trojuhelnikovy tvar
V trojuhelnikové matici odspodu nulujeme prvky nad hlavni diagonalou

Na hlavni diagondle takto upravené matice vytvorime jednicky

e

Vysledné matici pfifadime ekvivalentni soustavu, kterou snadno vyresime.

Pozn. Pokud mdme fesit soustavu linedrnich rovnic pomoci Jorddnovy metody a vyjde
nekonecné mnoho reSeni, pak za volitelné neznamé ddme nuly a ziskdme tzn. Bazické

proménné.
HOMOGENNIi SOUSTAVA
V homogenni soustavé jsou vsechny pravé strany rovnic rovny nule, tudiZ soustava md tvar
a11x1 + a12x2 e alnxn = 0

a;1Xq + arrX, + -+ AoynXpy = 0

A1 X1+ QaXy + -+ appx, =0
Pozn. Homogenni soustava md vZdy reseni.

VETA O POCTU RESENi HOMOGENNIi SOUSTAVY

Homogenni Ze soustava linedrnich rovnic (Z) md vzdy reseni. Oznacime-li h hodnost matice

soustavy a n je pocet nezndmych, potom plati:

(a) Jestlize h=n, pak ma homogenni soustava jediné reseni x=(0,...,0).
(b) Jestlize h<n, pak md homogenni soustava nekone¢né mnoho reseni, pricemz za n-
h neznamych Ize volit libovolnd redind Cisla a ostatni neznamé jsou urceny

jednoznacné.

£ —
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SOUCET MATIC

Necht A, B jsou matice typu m x n. Matice X typu m x n, pro jejiz prvky plati x;; = a;; +

b;; (i=1,..,m;j=1,..;n)senazyvd soucet matic A, B a znaci se A+B.

REALNY NASOBEK MATICE

Necht A je matice typu m x n, c je rediné Cislo. Matice X typu m x n, pro jejiZ prvky plati x;;

ca;j (i=1,..,m;j=1,..;n) se nazyvd redlny ndsobek matice A a znaci se cA.

SOUCIN MATIC

Necht A je matice typu m x n, B je matice typu n x p. Matice X typu m x p, pro jejiz prvky
x;j(i=1,..,m;j =1,..;n) plati x;; = skalarni soulini — tého FYadku matice Aa j —

t = ho sloupce matice B. se nazyvd soucin matic A,B a znaci se AB.

Pozn. Ndsobeni matic neni komutativni, tj. existuji matice A, B takové, Ze AB + BA.

VETA O ASOCIATIVITE NASOBENI MATIC

Pro kazdé tfi matice A typu m x n, Btypu n x p a C typu p x g plati
A(BC) = (AB)C
VETA O DISTRIBUTIVITE MATICOVYCH OPERACI

(a) Pro kazdé tri matice A typum x n, Btypu n x p a Ctypu n x p plati
A(B+C)=AB+ AC

(b) Pro kazdé tri matice A typu m x n, Btypu n x p a Ctypu n x p plati
(B+C)A=BA+CA

REGULARNI A SINGULARNI MATICE

Matice A se nazyvd reguldrni, jestlize je ctvercovd a md linedrné nezdvislé radky. Ctvercovd

matice, jejiZ radky jsou linedrné zdvislé, se nazyvd singuldrni.

INVERZNi MATICE

Necht A je ¢tvercovd matice. Matice X, pro kterou plati AX = J se nazyvd inverzni matice

k matici A.

£ —
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VETA O EXISTENCI A JEDNOZNACNOSTI INVERZNI MATICE

Inverzni matice k matici A existuje tehdy a jen tedy, kdyz A je reguldrni. Je-li A reguldrni

matice, pak inverzni matice k matici A je ur¢ena jednoznacné.

VETA O NAVZAJEM INVERZNICH MATICICH

Je-li A requldrni matice, pak matice k ni inverzni A je opét reguldrni a plati (A=1)™! = A.

MATICOVE ROVNICE

e JestliZe A je reguldrni matice rfadu n, B je libovolnd matice typu n x p, pak maticové
rovnice AX=B md prdvé jedno feseni X = A'B.
e JestliZze A je reguldrni matice fadu n, B je libovolnd matice typu n x p, pak maticové

rovnice XA=B md prdvé jedno rfeseni X = BA™ .

VETA O MATICOVEM RESENI SOUSTAVY
Jestlize matice A je requldrni, pak soustava linedrnich rovnic Ax=b md pravé jedno reseni x =
A7 1b.
DETERMINANT

Determinant je redlné Cislo, které je jednoznacné prirazeno kazdé ctvercové matici.

Determinant Ctvercové matice A rddu n budeme znacit det A nebo zapisovat ve tvaru

all, alz, ee ,aln
a21, azz, ew ,a2n
an1, Ap2, » Apn

DETERMINANT PRVNIHO RADU

Determinant prvniho Fddu je definovdn vztahem |a,,| = a4

DEFINICE DETERMINANTU 2. A 3. RADU

a»

=41 *App — A1 * A
a22| 11 22 12 21

, L s . . a1
Determinant druhého rdadu — Je definovdn vztahem | a
21

Pozn. Od soucinu prvkd na hlavni diagondle odecteme soucin prvku na vedlejsi diagondle

____ﬁ
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a1 Q12 Qg3
Q1 Gy Az
a3y a4z dsz

Determinant tfetiho radu — Je definovdn vztahem = Qqq * Qyy * 33 +

Aqp * Qg3 * Q31 + Ay * A3p * Ag3 — (A3 * App * Azq + Agp * Apq * A3z + Apz * A3 * Aqq)

VYPOCET DETERMINANTU VYSSiCH RADU

Determinant ¢tvrtého a vyssiho rfadu se daji pocitat rozvojem nebo prevodem na

trojuhelnikovy tvar matice.

VETA O ROZVOJI DETERMINANTU

Jestlize A je Ctvercovd matice radu n, pak pro i=1,...,n plati:

det A = (—1)i+1ai1Ml-1 + (—1)i+2ai2Ml-2 + -4+ (—1)i+"aian-n, kde MU je
subdeterminant, ktery vznikne z determinant matice A po vynechdni i-tého radku a j-tého

sloupce.

VETA O DETERMINANTU TRANSPONOVANE MATICE

Jsou-li A a A'navzdjem transponované ¢tvercové matice, pak det A = det A’

VETA O RADOVYCH UPRAVACH DETERMINANTU
Pro fadové upravy determinantu plati:
(a) Ndsobime- li libovolnou fadu determinantu &islem c, potom se ¢islem ¢ ndsobi cely
determinant.
(b) Vyménime — li navzdjem v determinantu dvé rovnobézné rady, pak determinant zméni
znameénko.

(c) Pricteme-li k nékteré radé determinantu libovolnou linedrni kombinaci fad s ni

rovnobéZnych, pak se hodnota determinantu nezméni.

VETA O DETERMINANTU TROJUHELNIKOVE MATICE

Je-li ¢tvercovd matice A trojuhelnikovd, pak jeji determinant je roven soucinu prvku na hlavni

diagondle.
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VETA O DETERMINANTU REGULARNI MATICE

Ctvercovd matice A je requldrni tehdy a jen tehdy, kdy? jeji determinant je riizny od nuly.
Pozn. Matice A je singuldrni tehdy a jen tehdy, kdyZ jeji determinant je roven nule.

CRAMEROVO PRAVIDLO

Méjme soustavu n linedrnich rovnic o n nezndmych x4, ..., x,, Jestlize matice soustavy A je

reguldrni, pak md soustava pravé jedno reseni, které se dd zapsat ve tvaru

_detA]- .
Xj = m (] = 1, ...,Tl),

kde A; je matice, kterd vznikne z matice soustavy A po ndhradé j-tého sloupce sloupcem

pravych stran rovnic soustavy.

CHARAKTERISTICKA (VLASTNI) CiSLA MATICE

Necht A je ¢tvercova matice. Komplexni Cislo A vyhovujici rovnici
det(A—1) =0

se nazyvd charakteristické (vlastni) éislo matice A. Rovnice det(A — A]) = 0 se nazyvd

charakteristicka rovnice matice A.

VETA O CHARAKTERISTICKYCH CiSLECH SYMETRICKE MATICE

Je-li A Ctvercovd symetrickd matice, pak vSechna jeji charakteristickd Cisla jsou redind.

LIMITY

REALNA POSLOUPNOST

Zobrazeni mnoZiny prirozenych Cisel do mnoZiny redinych cisel (tj. a: N — R) se nazyvd

redlnd posloupnost.

ZOBECNENA REALNA CiSLA

MnoZina R* = R U {—eo, +o0} se nazyvd rozsifend Eiselnd osa, prvky mnoZiny R* se nazyvaji

zobecnénd redlna Cisla, prvky + < jsou tzv. nevlastni body.
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Definujeme na mnoziné zobecnénych redlnych cCisel R*

ROSTOUCI, KLESAJICi, NEROSTOUCI A NEKLESAJICi POSLOUPNOST

Necht (a,,) je redlnd posloupnost.

(a) Rikdme, Ze posloupnost (a,,) je rostouci, jestlize a,, < a, 4, pro viechnan € N
(b) Rikdme, Ze posloupnost (a,,) je klesajici, jestlize a,, > a,.,, pro véechnan € N
(c) Rikéme, Ze posloupnost (a,) je neklesajici, jestlize a,, < a,, proviechnan € N

(d) Rikéme, Ze posloupnost (a,,) je nerostouci, jestlize a,, > a,,,, pro viechnan € N

DEFINOVANE VYRAZY

Na mnoZiné zobecnénych redinych ¢isel R* definujeme

(a) —0 < a < +oopro kaZzdé a € R
(b) a + o0 = +00 + a = o pro kazdé a > —
(c) a— o0 =—00+a = —ooprokazdé a < +oo
(d) a.(+o) = (+).a

e H4ooproa>0

e +ooproa<O0

(e) +ioo = 0 pro kazdé a € R

NEDEFINOVANE VYRAZY

Nedefinované vyrazy:

I
8

°
S 8
=+
8

°
5%

ol H

,kdea € R*

OKOLi BODU

(a) Otevieny interval (a — €,a + €), kde € > 0, se nazyvd okoli bodu a € R
(b) Interval (A, +2),kde A € R, se nazyvd okoli bodu +o°

(c) Interval (—,1),kde A € R, se nazyvd okoli bodu —eo
£ —
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POSLOUPNOST
Zobrazeni mnoZiny prirozenych cisel N do mnoZiny redlnych Cisel R se nazyvad redlna
posloupnost.
VYBRANA POSLOUPNOST

Necht (k) je rostouci posloupnost pfirozenych Cisel (indexd). Pak posloupnost (ay, ) se

nazyvd vybrand posloupnost z posloupnosti (a,,).

LIMITA POSLOUPNOSTI

Rikdme, Ze posloupnost (a,) md limitu a € R*, jestliZe v kaZdém okoli bodu a leZi viechny

cleny posloupnosti a,, od jistého indexu n, pocinaje.

Obrazek 1: Limita posloupnosti lim 1/n=0

Pozn.

e Pokud a € R, fikdme, Ze posloupnost (a,) ma vlastni limitu

e Pokud a = too, fikdme, Ze posloupnost (a,) ma nevlastni limitu

VETA O JEDNOZNACNOSTI LIMITY

Kazda posloupnost mad nejvyse jednu limitu.
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VETA O LIMITE KONSTANTNI

Je-li(a,,) konstatni posloupnost, tj. a,, = a pron € N, pak existuje lim a,, a plati
n—oco

lima, =a

n—oo

VETA O LIMITE VYBRANE POSLOUPNOSTI

Jestlize posloupnost (a,) md limitu, pak kaZdé posloupnost z ni vybrand md tutéz limitu.

VETA O LIMITE ARITMETICKYCH OPERACI

Necht (a,,) a (by,) jsou redlné posloupnosti. Pak plati

(a) lim(a, £ b,) =lima, +lim b,

(b) lim(a, *b,) = lim a, * lim b,

. ap lim a,
c) im— = —*%
( ) bp lim by

Pokud existuji lima,, lim b,, a operace na pravé strané vztahd jsou definovdny.

VETA O LIMITE SEVRENE POSLOUPNOSTI

Necht (a,), (by), (c,) jsou redlné posloupnosti. JestliZe od jistého indexu n, pocinaje a,, <

b, < c, alima, = limc, pak existuje lim b, a plati lim b,, = lim a,, = limc,.

SPOJITOST FUNKCE

Necht funkce f je definovdna v okoli bodu c. Rikdme, Ze funkce f je spojitd v bodé c, jestlize

pro kaZdou posloupnost (x,) obsaZenou v D(f) platé: kdyZ x,, — ¢, pak f(x,) = f(c)

JEDNOSTRANNA SPOJITOST

Pokud definici spojitosti omezime jen na posloupnost (x,), které konverguji k bodu c zprava
(x, = cpron € N), resp. zleva (x,, < c pron € N), definuje tzv. jednostrannou spojitost

funkce.

VETA O VZTAHU JEDNOSTRANNE A OBOUSTRANNE SPOJITOSTI

Funkce f je spojita v bodé c, pravé kdyz je v bodé c spojita zleva i zprava.

____ﬁ
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SPOJITOST V INTERVALU J

Rikdme, Ze funkce f je spojitd v intervalu J, jestliZe je spojitd ve vsech vnitfnich bodech

intervalu J a v krajnich bodech (pokud patii do intervalu) je spojitd zprava, resp. zleva.

SPOJITOST ELEMENTARNICH FUNKCI

Kazdd elementdrni funkce je spojita v libovolném intervalu, na kterém je definovdna.

WEIERSTRASSOVA VETA

Funkce spojitd v uzavieném intervalu <a,b> md v tomto intervalu maximum i minimum.

BOLZANOVA VETA

Je-li funkce f spojitd v intervalu <a,b> a f(a)*f(b)<0, pak existuje c € (a, b) takové, Ze f(c)=0.

)

Obrazek 2: Bolzanova véta

PRSTENCOVE OKOLi BODU C

Okoli bodu c € R*, ve kterém vynechdme bod c, se nazyvad prstencové okoli bodu c.

LIMITA FUNKCE

Necht funkce f je definovdna v prstencovém okoli bodu ¢ € R*. Rikdme, Ze funkce f md v
bodé v bodé c limitu a € R*, jestliZze pro kaZzdou posloupnost (x,) obsaZenou v D(f)-c plati:

kdyZ x,, = c, pak f (x,,) — a.
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JEDNOSTRANNE LIMITY FUNKCE F V BODE

Analogicky jako jednostrannou spojitost definujeme jednostranné limity funkce. Limitu

funkce fv bodé c zprava (resp. zleva) znacime lirr_LF f(x) resp. lim f(x).
X—=C X—=>C—

VETA O VZTAHU JEDNOSTRANNYCH LIMIT A OBOUSTRANNE LIMITY

Limita funkce f v bodé c € R existuje pravé kdyzZ existuji obé jednostranné limity funkce f

v bodé c a jsou si rovny. Pak plati z lim f (x) = lim f(x) resp. lim f(x).
X—C xX—>Cc+ X—>C—

VETA O VZTAHU SPOJITOSTI A LIMITY FUNKCE

Funkce fj v bodé c spojitd pravé kdyZ? lim f (x) = f(c).
X—C

VETA O JEDNOZNACNOSTI LIMITY FUNKCE

Funkce f md v bodé c nejvyse jednu limitu.

VETA O LIMITE SLOZENE FUNKCE
Necht f [g] je sloZend funkce z vnéjsi funkce f a vnitini g. JestliZze lim g(x) = d a vnéjsi funkce
xX—=C

fmd v bodéd limitu, pak lirr}f(g (x)) = lirré f (y),pokud existuje levd strana.
x— y—

VETA O LIMITE ARITMETICKYCH OPERACI FUNKCE

Necht f a g jsou funkce jedné proménné. Pak plati

(a) lim(f (x) £ g(x)) = lim f (x) £ lim g(x)
(b) lim(f (x). g (x)) = Lim f (x) . Lim g (x)
(%) lim f(x)

(€)1 5 = tm oo

Pokud existuji lim f (x) , lim g(x) a operace na pravé strané vztahi jsou definovdny.
X—C X—C

VETA O LIMITE SEVRENE FUNKCE

Necht f, g a h jsou funkce jedné proménné, c € R*. JestliZe v prstencovém okoli bodu c je

fx) =g(x) <h(x)a limf(x) = limh(x)
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Pak existuje lim g(x)a plati
X—C
limg(x) =limf(x) = limh(x)
X—C X—C xX—C

VETA O LIMITE FUNKCE TYPU A/0O

Jestlize lim f (x) je typu " % ", kde a # 0 a funkce f je v prstencovém okoli bodu c kladnd
X—C

(resp. zépornd), pak lim f (x) = +oo, resp. lim f(x) = —oo.
X—C xX—C

Pozn. Toto tvrzeni plati i pro jednostranné limity, pro které se pfedevsim pouzivd. Symbolicky

a
2=+
0

DERIVACE

DERIVACE FUNKCE V BODE
Necht funkce f je definovdna v okoli bodu c. Cislo f'(c), definované vztahem f'(c) =
fle+h)=f(c)
h

lim

lim se nazyvd derivace funkce f v bodé c.h
o

GEOMETRICKA INTERPRETACE DERIVACE
Derivace funkce f v bodé c je rovna smérnici tecny grafu funkce f v bodé [c,f(c)], tj. f'(c )= tge,
kde «a je uhel, ktery svird tato tecna s kladnou poloosou x.
JEDNOSTRANNE DERIVACE FUNKCE F V BODE C

Pomoci jednostrannych limit definujeme analogicky jednostranné derivace funkce fv bodé c.

Znacime f~, (c),resp. f_(c) a nazyvdme derivaci funkce f v bodé c zprava, resp. zleva.

, , T f(c+h)—f(c) , — 7 f(c+h)—f(c)
Mdme tedy f~, (c) = hlir(ﬁ —— s resp. f (o) hlirél_ —

VETA O VZTAHU JEDNOSTRANNE A OBOUSTRANNE DERIVACE

Derivace funkce f v bodé c existuje praveé kdyZ existuji obé jednostranné derivace funkce f

v bodé c a jsou si rovny. Pak plati f'(c) = f, (c) = f"_(c).

DERIVACE FUNKCE F

se nazyvd derivace funkce f.

Funkce f’, definovand predpisem f'(x) = lim fOA) = () (x”’;_f )
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VETA O VZTAHU DERIVACE A SPOJITOSTI FUNKCE

Mad-li funkce f v bodé c derivaci, pak je v bodé c spojita.

VETA O DERIVACI OPERACI A SUPERPOZICE (SLOZENE FUNKCE)

Plati:

(@) frg9)=f*g
(b) (f-9)" =fg+fg

fNr _ f9-fg
(C) (5) - gz

(d) (flgD)" = f'lgl- 9

Pokud existuje pravad strana vztahd.

DRUHA DERIVACE

Funkce " definovand vztahem f'=(f’)" se nazyvad druhd derivace funkce f.

L’HOSPITALOVO PRAVIDLO

Jestlize limita podilu funkce lim AC] jetypu" 2" nebo
x—-c g(x) 0

+oo
T 1 POK

i) _ L)
xseg(x)  xoc g'(x)

pokud limita na pravé strané vztahu existuje.

VZTAH LIMITY FUNKCE A LIMITY POSLOUPNOSTI

ProtoZe redInd posloupnosti je specidlni priklad redlné funkce jedné rediné proménné, plati:

Jestlize existuje lim f(x), pak existuje i limita posloupnosti (f (n)) a plati
X—oo
lim f(x) = lim f(n).
X—oo n-—ooo

EXTREMY FUNKCE

Necht M je podmnoZina defini¢niho oboru funkce f. JestliZze pro vSechna x € M plati f (x) <
f(c), resp. f(x) = f(x), fikame, Ze funkce f md v bodé c maximum (resp. minimum) na

mnoziné M. Maximum a minimum jsou tzv. extrémy funkce.
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LOKALNi A ABSOLUTNI EXTREM

Pokud mnozina M je jen okoli bodu C, hovorime o tzv. lokdlnich extrémech funkce. KdyZz M =

D(f), md funkce fv bodé c absolutni extrém.

NUTNA PODMINKA PRO LOKALNi EXTREM

Md-li funkce f ve vnitinim bodé ¢ € D(f) lokdini extrém, pak f*(c) = 0 nebo f’(c)

neexistuje.

POSTACUJICi PODMINKA PRO LOKALNI EXTREM

Necht c je vnitini bod D(f), ve kterém f'(c )= 0. Jestlize f"(c) > 0 (resp. f"(c) < 0) pak

funkce f ma v bodé c lokdIni minimum (resp. lokdIni maximum).

EXTREMY NA UZAVRENEM INTERVALU

K hleddni extréem spojité funkce na uzavreném intervalu pouzivame dvé véty — Weierstrassovu

vétu a nutnou podminku pro lokdIni extrém.

VETA O VYZNAMU 1. DERIVACE PRO PRUBEH FUNKCE

Necht f je spojita funkce v intervalu J. JestliZe
f'(x) > 0,resp. f'(x) < 0 ve vnitinich bodech x € ],

pak funkce f je rostouci (resp. klesajici) v intervalu J.

VETA O VYZNAMU 2. DERIVACE PRO PRUBEH FUNKCE

Necht f je spojitd funkce v intervalu J. JestliZe
f7(x) > 0,resp. f"(x) < 0 ve vnitfnich bodech x € ],

pak funkce f je konvexni (resp. konkdvni) v intervalu J.

____ﬁ
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Obrazek 3: Graf konvexni funkce

4

Obrazek 4: Graf konkavni funkce

INFLEXE

Necht funkce f md v bodé c derivaci. Jestlize se funkce v bodé c méni z konkdvni na konvexni

nebo naopak, fikime, Ze md v bodé c inflexi. Bodu c pak fikame inflexni bod funkce f.
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PRUBEH FUNKCE
Zjistujeme:

(a) Defini¢ni obor funkce

(b) Spojitost funkce v definicnim oboru

(c) Sudost, lichost, periodicnost funkce

(d) Nulové body funkce a intervaly, ve které je kladnd, resp. zapornd

(e) Intervaly, ve kterych je funkce rostouci, resp. klesajici a lokdIni extrém
(f) Intervaly, ve kterych je funkce konvexni, resp. konkdvni a inflexni body

(g) Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru

TAYLORUV POLYNOM (POUZE 4MM106)

Necht funkce f md v bodé a derivace aZ do fddu n-tého (n € N). Polynom T,, dany vztahem

f™(a)

n!

T,(x) =f(a)+¥(x—a)+%(x—a)2+...+

(x—a)?
Se nazyvad Tayloriv polynom funkce f v bodé a.

VETA O LAGRANGEOVE TVARU ZBYTKU (POUZE 4MM106)

Ma-li funkce f v okoli bodu a derivaci fadu n+1, potom existuje ¢islo c mezi body a a x takové,

v

ze

f(n+1) (C)

T O

Ry (x) =

Pozn. Lagrangeuv tvar zbytku ma stejny tvar jako dalsi ¢len Taylorova polynomu s tim, Ze

derivace je v bodé c (nikoli v bodé a).
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INTEGRALY

PRIMITIVNI FUNKCE

Funkce F, pro kterou plati
F'(x) = f(x) provsechna x € ], se nazyvd primitivni funkce k funkci f v intervalu J.

Primitivni funkce k funkci f v intervalu J miZe, ale nemusi existovat. Jednoduchou postacujici

podminkou existence primitivni funkce je spojitost funkce.

JestliZe f je elementdrni funkce a interval | C D(f), pak k funkci f v intervalu J existuje

primitivni funkce.

POSTACUJICi PODMINKA EXISTENCE PRIMITIVNI FUNKCE

Jestlize je funkce f spojita v intervalu J, pak k ni v tomto intervalu existuje primitivni funkce.

MNOZINA PRIMITIVNICH FUNKCI

Pokud primitivni funkce k funkci f (x) existuje, tak je jich nekonecné mnoho reseni a vsechny

se lidi aditivni konstantou (integracni konstanta).

Jestlize F je primitivni funkce k funkci f v intervalu J, pak také kazda funkce G=F+c, kde c € R,

je primitivni funkce k funkci f v intervalu J.

NEURCITY INTEGRAL

Libovolnou primitivni funkci k funkci f v intervalu J budeme znacit
[ f.resp. [ f(x)dx a Fikat ji neuréity integrdl funkce f.

Pozn. dx znaci, Ze funkci f integrujeme podle x.

VETA O INTEGRACI SOUCTU FUNKCi A REALNEHO NASOBKU FUNKCE

JestliZe existuji integraly f fa f g vintervaluJa k € R, pak pfi vhodné volbé integracnich

konstant je

JG+p=If+Jgalkf=k][f
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VETA O INTEGRACI PER PARTES

JestliZe existuji derivace f'a g’ a integrdl [ f “g v intervalu J, pak pfi vhodné volbé

integracnich konstant je
ff*g'=f*g—ff'*g
VETA O INTEGRACI SUBSTITUCI
Jsou-lif, g funkce a f[g] jejich superpozice, pak pfi vhodné volbé integracnich konstant plati
[ flgl =g = (f Hlg] pokud tyto integrdly existuji.

NEWTONUV URCITY INTEGRAL A JEHO GEOMETRICKA INTERPRETACE
Necht k funkci f existuje v intervalu <a,b> primitivni funkce F. Redlné Cislo

f; f,resp. f; f (x)dx, definované vztahem
f; f(x)dx = F(b) — F(a), se nazyvd Newtoniv urity integrdl funkce f od a do b.

GEOMETRICKA INTERPRETACE URCITEHO INTEGRALU

. . ep s P P voy s - b .
Je-li funkce f v intervalu <a,b> spojita a nezdpornd, pak urcity integral fa f je roven obsahu

plochy omezené grafem funkce f, osou x a pfimkamix = a,x = b

"t

Obrazek 5: Geometricka interpretace urcitého integralu
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Pozn. JestliZe funkce f je v intervalu <a,b> zdpornd (resp. nekladnd), pak obsah plochy

; . . . b b
omezené grafem funkce f, osou x a prfimkami x = a,x = b je fa —f=- fa f

ol ah v e, , ,
Urcity integradl fa f je redlné Cislo. Toto Cislo nezdvisi na volbé primitivni funkce, nebot plati:
Jestlize v definici urcitého integrdlu pouZijeme misto primitivni funkce funkce G=F+c

dostaneme:
b
j f(x)dx = G(b) — G(a) = [F(b) + c] - [F(a) +c] = F(b) — F(a)

VETA O EXISTENCI URCITEHO INTEGRALU

Pokud k funkci f existuje na intervalu <a,b> primitivni funkce, tak existuje urcity integral.

VETA O ADITIVITE URCITEHO INTEGRALU

JestliZe existuje integrdl f:f a c € (a,b),pak plati f:f = facf + fcbf
Pozn:

(a) Z geometrické interpretace urcitého integrdlu plyne, Ze pro sudou funkci f je foa f=
f_oa f. Odtud podle véty o aditivité urcitého integrdlu plati: Je-li funkce f sudd a
. .. ; a a _ a
existuje integrdl [~ _f, pak [~ f=2[ f
(b) Z geometrické interpretace urcitého integrdlu plyne, Ze pro lichou funkci f je foa f=
— f_oa f. Odtud podle véty o aditivité urcitého integrdlu plati: Je-li funkce f lichd a

existuje integrdl f_aa f, pak f_aa f=0

NEVLASTNI INTEGRAL
Necht funkce f neni v bodé a definovdna (resp. a = —) a v intervalu (a,b> k ni existuje

primitivni funkce. Integrdl f: f,resp. f_boo f, definovany vztahem

fbf— lim f respf f=lim f

c-a+ C——oo

se nazyvd nevlastni integradl funkce f vlivem dolni meze.
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Pozn. Nevlastni integrdl f vlivem horni meze (funkce f neni v bodé b definovdna, resp. b=o)

vztahem ] f = lim [ f resp.f; f = lim [ f

FUNKCE DVOU PROMENNYCH

REALNA FUNKCE DVOU REALNYCH PROMENNYCH

Zobrazeni f: A > R, kde AC R?, tj. zobrazeni podmnoZiny R? do mnoZiny redlnych &isel, se

nazyvd redind funkce dvou redlnych proménnych.

OKOLi BODU V ROVINE
Necht A = [a4, a,] € R?. Kartézsky soucin otevfenych intervalu
(a, —g,a,+¢e)x(a,—¢,a,+¢),kdee >0

se nazyvd okoli bodu A.

VNITRNI A HRANICNi BODY
Necht M ¢ R?. Bod A € R?se nazyvd
(a) Vnitini bod mnoZiny M, jestliZe existuje jeho okoli, které je podmnoZinou M

(b) Hrani¢ni bod mnoziny M, jestlize v kazdém jeho okoli je bod, ktery patii i nepatfi do

mnoZiny M.

MNOZINA OTEVRENA, UZAVRENA, OMEZENA, KOMPAKTNI

Necht M c R?. MnoZina M se nazyvd

(a) Otevrend, jestlize neobsahuje Zddny hranicni bod
(b) Uzavrenad, jestlize obsahuje vSechny své hrani¢ni body
(c) Omezend, jestlize je podmnoZinou okoli néjakého bodu.

(d) Kompaktni, jestliZe je uzaviend a omezend.

ELEMENTARNiIi FUNKCE DVOU PROMENNYCH

VSechny funkce v kapitole Funkce dvou proménnych jsou elementdrni. Plati pro né stejné

véty, jako pro elementdrni funkce jedné proménné.
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VETA O SPOJITOSTI ELEMENTARNI FUNKCE DVOU PROMENNYCH

Kazdd elementdrni funkce dvou proménnych je spojitd ve svém definicnim oboru.

ZOBECNENA WEIERSTRASSOVA VETA

Funkce (dvou proménnych) spojitd v neprdzdné kompaktni mnoziné md na této mnoziné

maximum a minimum.

DdlezZita pro vysetfovadni extrémi funkce dvou proménnych (zarucuje existenci extrémdi).

PARCIALNI DERIVACE
Necht f je funkce dvou proménnych. Funkce dvou proménnych 0, f ,resp. 0, f definovand
predpisem d,.f (x,y) = ', (x),resp.d, f(x,y) = f,(y) se nazyvaji parcidlni derivace
funkce f podle x (resp. y). Funkce f, (resp. f,) je zuZeni funkce f na funkce jedné proménné x
(resp. y).
ZUZENI FUNKCE

Jestlize ve funkci dvou proménnych zvolime jednu proménnou pevné (dame za ni néjaké cislo

= konstantu), dostaneme funkci jedné proménné, které rikame zuZeni funkce.

PARCIALNI DERIVACE FUNKCE DVOU PROMENNYCH V BODE
Necht f je funkce dvou proménnych, C = [c,, c,] je vnitini bod D(f) a f; (resp. f,) je zuZeni

funkce f definované predpisem f;(x) = f(x, c,),resp. f,(y) = f(c,,y). Cislo
0, f(C),resp.d,f(C), definované vztahem

0:f(C) = f1'(c1),resp.d,f(C) = f5'(cz)
se nazyvd parcidlni derivace funkce f podle x (resp. y) v bodé C.

DRUHE PARCIALNIi DERIVACE

Necht f je funkce dvou proménnych. Funkce dvou proménnych Oxxf, Oxy f, Oyx f, 0yy f
definované vztahy 8y, f = 05 (3xf), Oxyf = 0y f(Bxf), Oyuf = 0xf (9yf), 0y f =

0y f (0, f) se nazyvaji druhé parcidlni derivace funkce f.

____ﬁ

© 2019 | DOUCOVANI MATEMATIKY S BETKOU




i

Malke with FRelba

MATEMATIKY

TEORIE A DEFINIGE

Pozn. Smisené druhé parcidlni derivace Oy, f a 0, f jsou stejné. To obecné neplati, ale pokud

Jjsou viechny druhé parcidlni derivace funkce f spojité, pak Oy, f = 0y f

DERIVACE FUNKCE F V BODE C

Necht f je funkce dvou proménnych, C=[c1,c2] je vnitini bod D(f), f'© definovany vztahem

f () = (0:f(C),0,f(c))

se nazyvd derivace funkce f v bodé C.

LOKALNi EXTREMY FUNKCi DVOU PROMENNYCH

Necht M je podmnozZina defini¢niho oboru funkce dvou proménnych f. Jestlize pro vSsechna
X = [x,y] € M plati f(X) < f(C),resp. f(X) = f(C), Fikdme, Ze funkce f md v bodé C =
[cq, ¢, ] maximum (resp. minimum) na mnoZiné M. Maximum a minimum funkce jsou tzv.

extrémy funkce.

Pozn. Pokud mnoZina M je jen okoli bodu C, hovorime o tzv. lokdlnich extrémech funkce.

Kdyz M = D(f), md funkce fv bodé C absolutni extrem.

NUTNA PODMINKA PRO LOKALNi EXTREM FUNKCE DVOU PROMENNYCH

Ma-li funkce dvou proménnych ve vnitinim bodé C € D(f) lokdIni extrém a existuje derivace

f1(€), pak f7(€) = (0,0)

POSTACUJICi PODMINKA PRO LOKALNi EXTREM FUNKCE DVOU
PROMENNYCH

Necht C je vnitini bod D(f), ve kterém f*(C) = (0,0) a funkce dvou proménnych f md v okoli

bodu C spojité druhé parcidlni derivace. Oznaéme

Oxxf(C) By, f(C)

Dl = xxf(C): DZ = ayxf(c) ayyf(c)

(a) Jestlize D2>0 a D1>0, pak funkce f md v bodé C lokdlni minimum.
(b) Jestlize D2>0 a D1<0, pak funkce f md v bodé C lokdlni maximum.

(c) Jestlize D,<0, pak funkce f nemad v bodé C lokdlni extrém.

____ﬁ
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VAZANE EXTREMY PRO FUNKCE DVOU PROMENNYCH

Necht f a g jsou funkce dvou proménnych, M = {[x,y] € D(f), g(x,y) = 0}. Extrémy funkce

fvmnoZiné M se nazyvaji vazané extrémy, rovnici g(x,y) = 0 fikdme vazebni podminka.

NUTNA PODMINKA PRO VAZANY EXTREM

Md- li funkce dvou proménnych f pfi vazebni podmince g(x,y) = 0 v bodé C vdzany extrém a

0xf(C)  0,f(C)
0x9(C)  0,f(C)

funkce f, g maji v okoli bodu C spojité parcidlni derivace, pak

Pozn. Determinant v pfedchozi vété se nazyvd Jacobiho determinant funkci f,g.

METODA LAGRANGEOVYCH MULTIPLIKATORU (PRO DVE PROMENNE)

Pouziti predevsim u funkce tfi a vice proménnych v situacich, kdy se nedd pouZit dosazovaci

metoda ani Jacobidn.

Nechtfa g4, ..., gk jsou funkce r proménnych, k<r. Vdzané extrémy funkce f pfi vazebnich
podminkdch g, (x4, ..., x,) =0, ..., g, (x4, ..., x,.) = 0 mlZeme najit pomoci metody

Lagrangeovych multiplikatort ndsledujicim zptsobem:

(1) Vytvofime Lagrangeovu funkci, kterd je definovand vztahem
L(x1, e, Xy = fQxq, v, ) + 2191 (X1, s X)) + - + A g1 (x4, ..., X1), kde lambdy
jsou tzv. Lagrangeovy multiplikdtory.
(2) Podezrelé body z vdzaného extrému funkce f najdeme rfesenim soustavy
0.L(x4, ..., %) =0
0r-L(xq, ..., %) =0
91(x1, 0, %) = 0
I (xq, 0, x,) =0

Kde 0;L je parcidlni derivace Lagrangeovy funkce podle x;(i = 1, ..., 1)
(3) Pokud je mnoZina bodd vyhovujici vazebnim podminkdm kompaktni, dokoncime
reseni pomoci zobecnéné Weierstrassovy véty, jinak miZeme pouZit odpovidajici

postacujici podminku.
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VYPOCET ABSOLUTNICH EXTREMU SPOJITE FUNKCE NA KOMPAKTNI

MNOZINE S VNITRNIMI BODY
Extrémy spojité funkce na neprdzdné kompaktni mnoZiné existuji podle zobecnéné

Weierstrassovy véty. Postup je ndsledujici:

(a) Najdeme podezrelé body z extrému uvniti mnoZiny (nutnd podminka pro lokdlni
extrém funkce dvou proménnych)

(b) Najdeme podezrelé body z extrému na hranici mnoZiny (dosazovaci metoda, nutnd
podminka pro vdzany extrém, metoda Lagrangeovych multiplikdtorti)

(c) Vypocteme funkini hodnoty ve vsech podezielych bodech a vybereme z nich nejvétsi a

nejmensi.

DIFERENCIALNi ROVNICE

DIFERENCIALNi ROVNICE N-TEHO RADU

Rovnice pro nezndmou funkci y jedné redlné proménné x, ve které se vyskytuji také jeji

derivace y’,y”,..., y™ se nazyvd diferencidlni rovnice n-tého Fadu.
OBECNE A PARTIKULARNI RESENI

Obecné Feseni = vSechna reseni diferencidlni rovnice

Partikuldrni Feseni = konkrétni feseni vzhledem k pocdtecni podmince

POCATECNIi PODMINKY

Z vét o obecném reseni linedrni diferencidlni rovnice a zkrdcené linedrni diferencidlni rovnice
plyne, Ze (Ln) md nekonecné mnoho reseni. Pro rovnice tohoto typu plati: Jestlize k linedrni
diferencidlni rovnici n-tého radu pfiddme tzv. pocdtecnich podminek, pak reseni této rovnice

je jednoznacné.

LINEARNI DIFERENCIALNi ROVNICE N-TEHO RADU S KONSTATNNIMI
KOEFICIENTY

Necht p,, ..., Py, jsou redind Cisla, q je spojitd funkce v otevieném intervalu J. Rovnice
YW +py® Y et py gy + Day = q(%)
——
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se nazyvd linedrni diferencialni rovnice n-tého radu s konstantnimi koeficienty.

Rovnice y™ + p,y ™D + .. + p, 1y + p,y = 0 je tzv. zkrdcend linedrni diferencidini

rovnice (Zn)

VETA O OBECNEM RESENI LINEARNI DIFERENCIALNi ROVNICE
Obecné Feseni linedrni diferencidlni rovnice je soucet partikuldrniho feseni této rovnice a

obecného rfesSeni odpovidajici rovnici zkrdcené.

Pozn. MuZeme ji psat jako Obecné reseni (Ln) = partikuldrni reseni (Ln) + obecné reseni (Zn)

VETA O OBECNEM RESENIi ZKRACENE LINEARNi DIFERENCIALNi ROVNICE

Obecné feseni zkrdcené linedrni rovnice n-tého radu (Zn) je linedrni kombinace linedrné

nezavislych reseni této rovnice.

ZKRACENA LINEARNI DIFERENCIALNi ROVNICE PRVNiIHO RADU

Zkrdcend linedrni diferencidlni rovnice prvniho fadu md tvar y" + py = 0, tj. y" = —py.
Resenim rovnice Ize najit ve tvaru y = e?*, kde A je konstanta. Po dosazeni do rovnice y’ =
A.e** dostaneme e?* (1 + p) = 0. Odtus A + p = 0. Tato rovnice se nazyvd charakteristickd
rovnice diferencidlni rovnice. Rovnice md jediné feseni A = —p, takze y = e"P*. Resenim je

tedyy = c.e PX,

Pozn. Na kurzu jsme pro tento tvar méli vzorecek y = c.e?*. Je to stejné, protoZe z rovnice

A+p=0->A1=-p.

ZKRACENA LINEARNI DIFERENCIALNi ROVNICE DRUHEHO RADU

Zkrdcend linedrni diferencidlni rovnice druhého Fadu md tvar y”" + p;y" + p,y =0, tj. y' =
—py. Resenim rovnice Ize najit ve tvaru y = e**, kde A je komplexni konstanta. Mdme y* =
A.e?*,y” = A2, e**, Po dosazeni do rovnice dostaneme e**. (1> + p,A + p,) = 0. Odtud

A% + p; A + p, = 0. To je charakteristickd rovnice diferencidlni rovnice. Rovnice je

kvadratickd, protoZe budeme rozlisovat 3 typy:

(a) Diskriminant charakteristické rovnice D>0 — Rovnice md dva rediné koreny A4, A,,

tak?e mdme funkce y, = eM*,y, = e*2*,
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o Lema: Md- li charakteristickd rovnice diferencidlni rovnice dva redlné koreny

A1, A5, pak obecné resenti diferencidini rovnice je y = c,e™* + c,e’2*, kde
41, C, jsou redlnd cisla.

(b) Diskriminant charakteristické rovnice D=0 — Diskriminant md jeden rediny
dvojndsobny kofen A, , = A, takZe funkce y, = e’* je fesenim rovnice. Dosazenim do
rovnice dostaneme dalsi Feseni y, = xe’*.

o Lema: Md- li charakteristickd rovnice diferencidlni rovnice jeden redlny
dvojndsobni kofen A, pak obecné reseni diferencidlni rovnice je y = ce™ +
c,xe?*, kde cy, ¢, jsou redind Cisla.

(c) Diskriminant charakteristické rovnice D<0 — Rovnice md dva komplexné sdruzené
koreny A, , = a * bi. Dosazenim dokdZeme, Ze funkce y; = e**cosbx,y, =
e sinbx jsou reSenim rovnice.

o Mada- li charakteristickd rovnice diferencidlni rovnice dva komplexné sdruzené
kofeny a + ib, pak obecné reseni diferencidlini rovnice je y = e**cosbx +

e**sinbx, kde c,, c, jsou redlind ¢isla.

RESENIi ROVNICE S KONSTANTNIMI KOEFCIENTY

K nalezeni obecného reseni linedrni diferencidlni rovnice s konstantnimi koeficienty

potrebujeme kromé zkrdceného reseni jesté najit partikuldarni feseni rovnice.

e Lema: Md-li pravd strana linedrni rovnice s konstantnimi koeficienty tvar q(x) =
eP*.Pm(x), kde p € R a Pm je polynom stupné m, pak partikuldrni feseni se dd najit
vetvaruy = eP*.x". (ap,x™ + -+ + a;x + ay) kde r je ndsobnost Cisla p jako korfene

pfislusné charakteristické rovnice.

Kldfa, J. (2016). Matematika pro Viysokou skolu ekonomickou. Praha: Ekopress
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